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本 修 士論 文 で は多項 式環 の 自己 同型 につ い て考 え る.ん を体,阿 銑,...縄司 を η変数 多
項 式 環 とす る.そ してk[Xl,_,Xn]のk自己 同型 全体 をGAn(k)とお く.GAn(k)の任
意 の元Fを(F(x、),_,F(Xn))と同一 視 して 考 え る.そ して@1,_,αXi+!,_,Xn)
の形 の 自 己 同型 を基 本 自己 同型 とい う.た だ しiは1以 上n以 下 の 整 数,α はkの 可 逆
元,!はk[Xl,…,Ui-1,5Ci十1,…,Xn]の元 とす る.そ して各成 分 が 一次 式 の 自己 同型 を ア
フィ ン 自己 同型 といい,ア フ ィ ン自 己同型 全体 のな す群 をア フィ ン部 分群 と よびAffn(k)
とお く.ま た ア フ ィ ン自 己同 型 と基 本 自己 同型全 体 で生 成 され るGAn(k)の部 分 群 を順
部 分群 といいTn(k)とお く.Affn(k)はTn(k)に含 まれ る.
順 部分 群 の生 成 系 に 関す る以 下 のDerksen[1]の定理 が あ る.
定 理1(Derksen)体kの 標 数 が0の と きTn(k)=:〈Affn(k),(xl+場,oじ2,_,xn)〉.
しか し一方 でMaubach-Willems[2]はk=F2のと きDerksenの定理 が成 り立 た ない
こ とを証 明 し,さ らにqを 素 数 べ き と した ときTn(Fq)=〈Affn(Fq),ε〉とな るGAn(k)
の有 限部 分集 合 ε は存 在 して い ない と予想 して い る.こ の よ うにDerksenの定理 を体k
の標数 が正 の場 合 に考 え るの は難 しい.そ こで安 定 ダー クセ ン 自己同型 とい うもの を定 義
す る.そ の 前 に まず ダー クセ ン 自己同型 とい うもの を定 義す る.
定 義2Tn(k)の 元Fが ダー クセ ン 自己同型 で あ る とはTn(k)=〈Affn(k),F>が成 り立
つ ときい う.
Tn(k)の元FをTn+1㈹ の元(F,Xn+1)と同一 視 す る こ とでTn(k)⊂Tn+1㈹ とみ
なす.
定 義3Tn(k)の 元Fが 安 定 ダー クセ ン 自己 同型 で あ る とは 〈Affn+1㈹,(F,Xn+1)〉が
Tn(k)を含 む ときい う.
体 たの標数 が正 の ときはダークセ ン自己同型 が存在す るか不明なので本修士論文で は
どの ような基本 自己同型が安定ダー クセン自己同型 となるか について調べた.そ の結果以
下の定理が分かった.
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定理4n>3で 任意の体k,任 意の整i数3≦Z≦nに 対 して基本 自己同型
@、+X2…Ul,X2,_,Xn)
は安定ダークセ ン自己同型である.
定理5n≧3で 体kの 標数が2で ない とき基本 自己同型@1+場,x2,_,Xn)は安定
ダー クセン自己同型で ある.
そして最後に首都 大学東京の黒田茂氏か ら定理4,定 理5を 次のよ うに一般化できるこ
とを指摘 された.以 下kの 標数 を正 としpと お く.
定義6非 負 整数 孟2,_,tnに対 して 単 項 式 姥2… 爵 がgoodmonomialであ る とは次
の条 件(1),(2)のうちい ずれ か を満 た す ときい う.
(1)あるiが 存 在 してti≠0,1(modp)を満 た す.
(2)ある異 な るi,」が存 在 してti,ち≡1(modp)を 満 た す.
定理7k[x2....,Xn]の元!が 任 意 のiに 対 してdeg賜!≦#k-2を 満 た す とす る.そ
の と き@1+!,x2,...,9Cn)が安 定 ダー クセ ン自 己同型 で あ る こ とは!に 少 な くと も一つ
のgoodmonomialが現 れ る こ との必 要 十分 条件 で あ る.
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kを 体,体kの 標 数 をpと す る.k[x]=k[Xl,_,Xn]をk上 のn変 数 多
項 式 環 と す る.k[x]のk自 己 同 型 群Autkk[x]をGAn(k)と 表 し,GAn(k)
の 任 意 の 元Fをk[x]nの 元(F(x1),_,F(Xn))と同 一 視 す る.そ し て 合 成 は
GoH=(g1(hl,_,hn),_,9n(hl,_,hn))と定 義 す る.た だ しC,H∈GAn(k)で
G=(g1,_,9n),H=(hi,_,hn)と す る.
定 義1.1(ア フ ィ ン 自 己 同 型)@1,_,Xn)A+(bl,_,bn)の 形 の 自 己 同 型 を ア フ ィ ン
自 己 同 型 と い う.た だ し.4∈(]Ln㈹,bl,...,bn∈kと す る.す な わ ち ア フ ィ ン 自 己 同
型 と は 各 成 分 が 一 次 式 の 自 己 同 型 で あ る.こ こ で 特 に使 う ア フ ィ ン 自 己 同 型 を 以 下 の よ う
に 定 義 す る.
雪,。=(∬ ・,_,銑 一・,銑+α,賜+・,…,勾,
Si,b=(Xl,_,Xi_1,bXi,Ci+1,…,Xn),
R¢,ゴ=(X1,…,Ci-1,吻,Ci+1,…,吻 一1,SCi,Xゴ+1,…,Xn)
た だ し α ∈k,b∈k×,i,」 ∈{1,_,n}と す る.
定義1.2(アフ ィン部 分群)
ン部分群 と呼ぶ.
ア フィン 自己同型全体 のなす群 をAffn(k)とお き,ア フィ
定 義1.3(基 本 自 己 同 型)@1,_,Xi_1,αXi+f,CUi+1,_,Xn)の 形 の 自 己 同 型 を 基 本
自 己 同 型 と い う.た だ しi∈{1,_,n},α ∈k×,!∈k[Xl,_,Vi_1,Zi+1,…,Xn]と
す る.
定義1.4(順部 分群)Affn(k)と基 本 自己同 型全 体 で生 成 され るGAn(k)の部 分群 を
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Tn(k)とお き,こ れ を順部 分群 とい う.Tn(k)に属す る 自己同型 を順 自己同型 とい う.
順 部分群 につ いてn=2の 場 合 に次の定理が ある.
定 理1.5(Jung-vanderKulk[1])任意 の 体kに 対 してT2㈹=GA2㈹
n・=3のとき
!1=x1-2(Xlx3十x3)x2-(Xlx3十x舞)2x3
f2=X2十(XIX3十錫)X3
f3=x3
と しF=(!1,!2,!3)とお く とFはGAn(k)の 元 で あ る.Nagata[5」は このFがT3(k)
の 元 で な い と予 想 した.Shestakov-Umirvaev[6]によ りp=0の と きFはT3(k)の 元
で な い こ とが証 明 され た.一 方,Smith[7]は(F,x4)がT4(k)の元 で あ る こ と を示 した.
この よ うに,(F,Xn+1)∈Tn+1(k)を満 た すF∈GAn(k)を 安 定 順 自己 同型 とい う.
以 下n≧3の 場 合 を考 え る.基 本 自 己 同 型(Xl+場,x2,...,Xn)をε と お く.す る と
以 下 の 定 理 が成 り立 つ.
定 理1.6(Derksen[2】)n≧3でp=0の と き,Tn(k)=〈Affn(k),ε〉.
Derksenの定 理 をBodnarchuk[3]が次 の よ うに一 般 化 して い る.n≧3でp=0の と
き,ア フ ィ ンで な い任 意 の 三 角 自 己 同型Fに 対 してTn(k)=〈Affn(k),F>が成 り立 つ.
三 角 自己 同型 と は各iに つ い て第i成 分 がcuixi+h(Xl,。・●,1[]i_1)の形 の 自 己同 型 で あ る.
た だ しai∈k×,h(X1,_,Xi_1)∈k[Xi,_,Ci_1]とす る.
一 方 でMaubach-Willems[4]はk=F2のと きDerksenの定 理 の 類 似 が成 り立 た な い
を
こ とを証 明 して い る.よ り一 般 に,p>0の と き,島 ≧oΣ㌍1c乞,ゴ鰐 ∈k[x]の形 の 式 をp
多 項 式 と よぶ.た だ しc24はkの 元 で あ る.
Addn(k):={(!1,_,fn)∈GAn(k)lfiはp多項 式}
とお くと きEdo-Kuroda[11によ りTn(k)¢ 〈Affn(k),Addn(k)〉が知 られ て い る.p=2
の と き εはAddn(k)の元 な の でTn(k)≠ 〈Affn(k),ε〉が分 か る.
さ ら にMaubach-Willems[4]はkを有 限体 と した ときTn(k)=〈Affn(k),ε〉を 満 た す
GAn(k)の有 限部 分 集 合 ε は存 在 しな い と予想 して い る.
本 論 文 で は 以 下 の 定 義 を導 入 す る.
定 義1.7(ダ ー クセ ン 自 己同 型)Tn(k)の 元Fが ダ ー ク セ ン 自 己 同 型 で あ る と は
Tn(k)=〈Affn(k),F>が成 り立 つ ときい う.
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F∈Tn(k)ならば,(F,Xn+1)∈Tn+1(k)である.そ こでFを(F,Xn+1)と同一視 す
ることでTn(k)⊂Tn+1(k)とみなす.
定義1.8(安定 ダー クセ ン自己同型)Tn(k)の 元Fが 安定 ダー クセ ン 自己同型 で あ る
とはTn(k)⊂〈Affn+1(k),(F,ωn+1)〉が成 り立 つ ときい う.
安定 ダー クセ ン自己同型 は安定1頂自己同型か ら着想 をえた ものであ る.
現在 の ところ体 んの標数 が正 のあ場 合 にダー クセ ン自己同型が存在 す るか不 明であ る.
本修士論文で は どの ような基本 自己同型 が安定 ダークセ ン自己同型 とな るか調べ た.
2主 結果
以下が本修士論文の主結果である.
定 理2.1n>3の と き,任 意 の体k,任 意 の3≦Z≦nに 対 して,基 本 自己 同 型
@、+X2…Cl,X2,_,Xn)
は安定 ダークセ ン自己同型 である.
定理2.2n>3で 体kの 標 数 が2で ない とき,ε は安定 ダー クセ ン自己同型 であ る.
以下 これ らの定理 を証明 する.
補 題2.3GAn(k)の 部 分 群9と!∈k[x2,_,Xn]は@1+!,x2,_,Xn)∈gと
Affn(k)⊂9を 満 た す と 仮 定 す る.こ の と き 任 意 の2≦i<」 ≦nとc∈k× に 対
し@1+ム ゴ,X2,_,Xn)と@1+C!,X2,…,Xn)は9の 元 で あ る ・ た だ しfi,ゴは ノ の 変
数 ∬¢と 吻 を 入 れ 替 え た も の とす る.
(証明)ま ずRi,」・F。Ri,ゴ を 計 算 す る と
R乞,ゴ・F・Ri,ゴ ーRi,」。@・+∫ ゆ ∬2,…,・i-1,XPtxi+・,…,餌ゴー・,5Ci,X」+・,…,Xn)
=(Xl十fi ,ゴ,x2,…,Xn)
と な る.そ してRi"・ ∈Affn(k)な の で@1十!乞,ゴ,x2,_,Xn)∈9で あ る.
次 にS1,。oF・S1,c-、を 計 算 す る と
S、,。・F・S、,。一・-S・,。・(C-'X・+!,X2,…,Xn)
=@、+Cノ,X2,_,Xn)
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と な る.よ っ てS1。 とSl。 一、は ア フ ィ ン 自 己 同 型 な の で(Xl+cf,X2,_,Xn)∈9でり 　
ある.口
補 題2.4任 意 の 体k,任 意 の3≦Z≦nに 対 し て(x1+x2x3,x2,_,Xn+1)は
〈Affn+1(k),(x1+x2…Vt,x2,_,Xn+1)〉の 元 で あ る.
(証明)Z=3の と き は 明 ら か で あ る.以 下Z≧4と す る.(Xl+ω2…Xt,x2,_,Xn+1)
をFと お く.Fの 逆 写 像 、F-1は(X1-X2…Xt,X2,_,Xn+1)で あ る.
こ こ でF-1。Tl ,_1・F・Tl,1を 計 算 す る と,
F-10Tl,_10FoTl,1
=F-10Tl一10(xl十x2…cl_1(xl十1),x2,…,cl_1,xl十1,cl+1,…,xn+1)
=F}1・(X、+X2…Ct -、Xl+X2…iCl-、,X2,_,Xt-・,5Cl,Cl+・,…,Xn+・)
=(Xl十X2…Cl _1,X2,_,Xn+1)
と な る 。F,F-1,Tl,_1,Tl,1は〈Affn+1㈹,F>の 元 な の で,(x1+τ2…xl_1,x2,...7xn+1)
は 〈Affn+1㈹,、F>の元 で あ る.次 に 同 じi操作 をFを@1+x2…Cl_1,x2,_,Xn+1)
と し,Tt ,_1,Tl,1をTl_1,_1,Tl_1,1とし て す る と,(Xl+X2…Ul_2,X2,_,Xn+1)
は 〈Affn+1(k),F>の元 で あ る こ と が 分 か る.同 様 に こ の 操 作 を 繰 り 返 す と,
@1+x2x3,x2,_,ωn+1)は 〈Affn+1(k),F>の元 で あ る こ と が 分 か る.□
補 題2.5F∈Tn(k)と す る.任 意 の非 負 整 数 α2,_,αη に対 して
(Xl十略2… 鴫 れ,x2,_,Xn+1)∈〈Affn+1(k),(F,Xn+1)〉
な らばFは 安定 ダー クセ ン自己同型 であ る.
(証明)補 題2.3よ り任 意 の非 負 整 数 α2,...,απ とk× の任 意 の元 α に対 して
(Xl十α霧2…xSn,x2,_,Xn+1)∈ 〈Affn+1(k),(F,Xn+1)〉
で あ る.つ ま り任 意 の 単 項 式m∈k[X2,_,Xn]に 対 して@1+m,X2,_,Xn+1)は
〈Affn+1㈹,(、F,Xn+1)〉の元 で あ る.任 意 の 多 項 式!∈k[x2,_,Xn]に 対 して あ る非 負 整
数dとk[X2,...,Xn]の あ る単 項 式Ml,...,mdが 存 在 し て!=Σ 乳1砺 を 満 た す.そ し
て(Xl十 ノ,X2,_,Xn+1)=(X1十ml,X2,_,Xn+1)O…O(X1十md,X2,_,Xn+1)で あ る ・
よ っ て(x1+!,x2,_,Xn+1)∈ 〈Affn+1(k),(、F,Xn+1)〉で あ る.さ ら に ア フ ィ ン 自 己 同
型 と@1+!,x2,_,Xn+1)を 合 成 し て 変 数 を 入 れ 替 え られ る の で 〈Affn+1㈹,(、F,Xn+1)〉
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はn変 数 の 基 本 自 己 同型 全 体 の集 合 を含 む.よ ってTn(k)⊂ 〈Affn+1(k),(F,Xn+1)〉□
(定理2.1の 証 明)補 題2.5よ り任 意 の 非 負 整 数 α2,_,α η に 対 し て,
(xl十xg2… ∬象,x2,_,xn+1)∈ 〈Affn+1(k),(xl十x2…cl,x2,…,xn+1)〉
を示せ ぼ よい.ま ず任意 の非 負整数 α2に対 して,
(Xl十xg2,x2,_,Xn+1)∈ 〈Affn+1(k),(x1十x2…Cl,x2,…,Xn+1)〉 (1)
で あ る こ と を α2に 関 す る 帰 納 法 で 示 す.α2≦1の と き は@1+xg2,x2,_,Xn+1)
は ア フ ィ ン 自 己 同 型 と な る の で 成 り立 つ.α2=mの と き 成 り 立 つ と 仮 定 し,C=
(Xl十X穿,X2,_,Xn+1)と お く・
G,:=・Rl,n+10GoR1,n+1=(Xl,…,Xn,Xn+1十X穿)
と な る.こ の と き(G')-1=(Xl,_,Xn,Xn+1-xY)で あ る.さ ら に 帰 納 法 の 仮 定 よ
りGノ,(Gノ)-1∈ 〈Affn+1(k),@1+x2…Xl,x2,_,Xn+1)〉で あ る.基 本 自 己 同 型H:=
(Xl十X2Xn+1,X2,_,Xn+1)の逆 写 像 はH-1=(Xl-X2Xn+1,X2,_,Xn+1)で あ り,補
題2.3と 補 題2.4よ りH,H-1は 〈Affn+1㈹,(xl十x2…cl,x2,_,xn+1)〉 の 元 で あ る.
H-1・(G')-1・H。 σ'-H-1・(σ')-1・@、+X2(Xn+・+謬),X2,…,∬n,Xn+・+謬)
=正 「10@1十X2Xn+1十X穿+1,X2,,_,Xn+1)
=(Xl十X穿+1,X2,_,Xn+1)
で あ る.G,,(G')-1,H,H-1は 〈Affn+1㈹,(Xl+x2…Cl,u2,_,Xn+1)〉 の 元 だ か ら
(x1+x穿+1,x2,_,xn+1)∈ 〈Affn+1(k),(xl十x2…cl,x2,_,ccn+1)〉が 成 り立 つ.以
上 で(1)が 示 さ れ た.
次 に 任 意 の 非 負 整 数 α2,α3に 対 し て,
(x1十 霧2曜3,x2,_,Xn+1)∈ 〈Affn+1(k),@1十x2…Ct,x2,…,Xn+1)〉(2)
で あ る こ と を α3に 関 す る帰 納 法 で示 す.α3=0の とき は上 よ り@1+霧2,x2,_,Xn+1)
は 〈Affn+1㈹,(Xl+x2…]Cl,x2,_,Xn+1)〉の 元 な の で 成 り 立 つ.m≧1と
し,α3=mの と き 成 り 立 つ と す る.G=(Xl+X号2X讐,X2,_,Xn+1)と し,
H=(Xl+x3Xn+1,x2,_,Xn+1)と す る と上 と 同 様 に し て(2)が 示 さ れ る.こ れ は
α4,_,απに つ い て も 同様 に で き るの で 示 され た.口
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(定理2.2の証明)ま ず
(X、,X2-X3,X3,_,Xn)・ ε ・(X・,X2+X3,X3,…,Xn)
一(X、,X2-X3,X3,_,Xn)・(X、+(X2+X3)2,X2+X3,X3,…,Xn)
一(x、+場+2x2x3+媛,x2,...,Xn)
で あ る こ と に 注 意 す る.@1,X2+ω3,X3,_,Xn),ε,(Xl,X2-X3,X3,_,Xn)は
〈Affn(k),ε〉の 元 な の で(Xl+略+2x2x3+罎,x2,_,Xn))∈ 〈Affn(k),ε〉 と な る.そ
し て ε の 逆 写 像 は ε一1=@1一 場,x2,_,Xn)で あ り,ε 一1∈ 〈Affn(k),ε〉な の で 補 題
2.3よ り(Xl一 環,x2,_,Xn)∈ 〈Affn(k),ε〉で あ る.
計 算 す る と,
(x、+場+2x2x3+魂,x2,...,Xn)・ ε一1・(x・一 ∬§,x2,…,Xn)
一@、+場+2x2x3+垢,x2,...,Xn)・@一 場 一 環,x2,…,勾
=@、+2x2x3,x2,_,Xn)
と な る.し た が っ て(Xl十2x2x3,x2,_,Xn)∈ 〈Affn(k),ε〉で あ る.kの 標 数 が2で な い
の で2は 可 逆 元 で あ る.よ っ て 補 題2.3よ り(x1+x2x3,x2,_,Xn)∈ 〈Affn(k),ε〉と な
る.よ っ て 〈Affn(k),(Xl+x2x3,x2,_,Xn)〉⊂ 〈Affn(k),ε〉と な る.n+1変 数 で も 同
様 の こ と が い え る の で 〈Affn+1(k),(xl十x2x3,x2,_,xn+1)〉⊂ 〈Affn+1(k),(ε,xn+1)〉
と な る.定 理2.1よ りTn(k)⊂ 〈Affn+1㈹,@1+x2x3,x2,_,Xn+1)〉 な の でTn(k)は
〈Affn+1(k),(ε,Xn+1)〉に 含 まれ る.ゆ え に,ε は 安 定 ダ ー ク セ ン 自 己 同 型 で あ る.□
3注 意(参考)
首都大 学東京 の黒 田茂氏 か ら定理2.1,定理22を 次 の よ うに一般 化で きる こ とを指i摘
され た.p>0と す る.ま ずgoodmonomialとい う概 念 を定義す る.
定 義3.1非 負 整 数 孟2,...,tnに対 して 単 項 式 略2… コじ勢 がgoodmonomialであ る と は
次 の条 件(1),(2)のうち い ず れ か が 成 り立 つ と き にい う.
(1)あるiが 存 在 してti≠0,1(modp)を 満 た す.
(2)ある異 な るi,」が 存 在 して ち,ち ≡1(modp)を 満 た す.
ただ しp=2の と き条 件(1)は 起 きな い.
定 理3.2k[x2._,Xn]の元!が 任 意 のiに 対 してdeg.、f≦#k-2を 満 た す とす る.
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この と き@1+!,x2,_,Xn)が 安 定 ダ ー ク セ ン 自 己 同型 で あ る た め の 必 要 十 分 条 件 はf
に少 な く と も一 つ のgoodmonomialが現 れ る こ とで あ る.
以 下,定 理3.2の 証 明 を 紹 介 す る.
補 題3.3k[x]の 任 意 の 元!(x)に 対 して,あ る非 負 整 数dとkの 元Zto,_,ZLdが存 在 し
て!(x)=ILo十ILlx十… 十ILdxdとか け る.こ の と き#k≧d十1な らば任 意 のiに 対 し
てZLiciは!(αo∬),_,!(αdX)のた線 型 結 合 の形 に か け る.た だ し αo,_,αdは 相 異 な
る んの 元 で あ る.
(証明)!(x)のxに αoコじ,_,ordXをそ れ ぞれ 代 入 す る と,
!(α。X)==2L。+U、α。X+…+Udα ぎ♂
f(ordX)=zeo十zelordX十… 十Udα馳dと な る.
一一(
《
2LdX
とな る.
∴:1)一 アー 一 一
detA=H(α ブ αの
0≦i<」≦d
で あ る.αo,...,αdは相 異 な る の でdetA≠0と な る.よ っ てA-1が 存 在 す る.上 の等
一 一一 鵡::)一い …一
は んの 元 な ので,上 の 等 式 の 各 成 分 を 比較 し,補 題 の 主 張 が得 られ る.口
補 題3.4dを 非 負 整 数 と して,k[Xl,_,Xn]の元!@1,_,Xn)は 任 意 のiに 対 し て
degXif≦dを満 た す とす る.こ の と き#k≧d+1な らばf(x1,_,Xn)に現 れ る任 意 の
単 項 式 は ノ(ξIX1,_,ξnXn)(ξ1,_,ξn∈k)のん線 型 結 合 の 形 に か け る.
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(証明)nに 関 す る 帰 納 法 で 示 す.n=0の と き は 明 ら か で あ る.n≧1
と す る.!はk[X2,_,Xn]の 元fo(X2,_,Xn),_,fd(X2,_,Xn)を用 い て
!=Σ 乳 。fi(x2,_,Xn)婿と か け る.!に 現 れ る 任 意 の 単 項 式 をmと す る と,
mは あ る ん@2,_,Xn)∬{に 現 れ る.こ こ で#k≧d十1な の で 補 題3.3よ り
ん@2,_,X.)X{一 ΣY-。αlf(allX1,X2,_,Xn)とか1ナる ・ た だ し α・,…,ad∈k・
αo,。..,αdは相 異 な るkの 元 とす る.こ こで 乃 に現 れ る 単 項 式mノ でm=m,㌶ を満 た
す も の が存 在 す る.そ してm,はk[x2_.,Xn]の 元 な の で,帰 納 法 の仮 定 よ り
m'一 Σ わβ乃(β2x2,…,βnXn)
β∈kn-1
と か け る,た だ し β=(β2,_,βn),bβ ∈kと す る.す る とm=m'暗 よ
りm一 Σ β∈ん_・ わβん 伽2,…,βnXn)ω{と な る ・ さ ら に 静2,…,X・)X{一
Σ1=0αlf(CUIX1,X2,_,Xn)よりm=Σ β∈κn.・Σ1.,0αibβf(CMIX1,β2×2,…,βnXn)とな
り補題は示された.口
補題3.5非 負 整 数 オ2,...,tnに対 して 単 項 式 略2… ∬艶 がgoodmonomialであ る とす
る.こ の とき条 件(1)の 場 合 は多 項 式@2+1)t2…@π+1)tnに 単 項 式 払(ti-1)堵 が
現 れ る.(2)の場 合 は多 項 式(x2+1)t・…@π+1)tnに 単 項 式 銑 賜 が 現 れ る.た だ しi,」
は定 義3.1のi,ゴとす る.
(証明)略2… 吻 が(1)を 満 た す と き(x2+1)t2…@η+1)tnを 展 開 す る と単 項 式
t乞C2媛が 現 れ る.t,C2=0と す る と,ti(ti-1)≡0(modp)とな りti≡0,1(modp)と
な るの で 条件(1)に 矛 盾 す る.よ ってt,C2Ui≠0とな る.な の で@2+1)t2…@η+1)tn
に は0で な い 単 項 式 ちC2堵 が 現 れ る.次 に(2)を 満 た す とき(x2+1)t2…(Xn+1)tnを
展 開 す る と単 項 式t,CICit」ClXj=孟¢ち銑勿ゴが現 れ る,た だ しi,」は相 異 な る.(2)よ り
ちち=1と な るの で@2+1)t2…(Xn+1)tnに は単 項 式 銑 吻 が 現 れ る.□
ま ず,定 理3.2の 必 要 性 の 部 分 を 示 す.m∈k[x2,_,Xn]を!に 現 れ る
goodmonomia1と し,m=垢2… コじ艶 と 表 す.た だ しt2,_,tnは 非 負 整 数
と す る.F:=(Xl+!,ω2,_,Xn),T:=〈Affn(k),、F>と お く.補 題3.4よ り
m=Σ ξ∈kn-、αξ!(ξ2×2,_,ξnXn)とか け る,た だ し各 ξ=(ξ2,_,ξn)に 対 し αξはkの
元 で あ る と す る.各iに 対 し てdeg.、f≦#k-2な の で 任 意 の ξゴた ち は0で な い よ う に と
れ る.α ξ≠0と な る ξ に 対 して(α ξ記1,ξ牙1×2,...,ξ汀1ωπ)・F。(cyξix1,ξ2x2,_,ξnωn)
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を計算す る と,
(αξXl,ξi-1×2,…,ξ 汀1皿 π)O・Fo(α ξ1∬1,ξ2×2,…,ξnXn)
;(α ξXl,ξ牙i広2,…,ξ 汀1飢 π)O(α ξ1幻1+!(ξ2×2,…,ξnXn),ξ2×2,…,ξnXn)
=@1+α ξ!(ξ2×2,…,ξnXn),X2,…,Xn)
とな る.そ して これ をFcと お く.(αξω1,ξ牙i忽,,...,ξπ1∬n),F,(αξ㌔1,ξ2×2,_,ξnXn)
は ア の 元 な の で 最 ∈ ア とな る ・
こ こでnξ ∈kn-、Feを計 算 す る,た だ しFcの 形 よ り合 成 に関 して 可 換 で あ る.
llFc
ξ∈kn一1
-(X・+Σ αξ!(ξ2×2,
ξ∈kn-1
=(Xl十M,X2,...,Xn)
...,ξnXn),x2,..。,Xn)
と な る.そ し て@1+m,x2,_,Xn)をGと お く ・ す る と ・Fc∈7一よ りG∈7T'で あ る ・
そ し て@1,x2-1,_,Xn-1)。G。@1,x2+1,_,Xn+1)を 計 算 す る と,
@1,x2-1,...,Xn-1)oGo@1,x2十1,_,Xn十1)
一@、 ,x2-1,_,xn-1)。(x、+@2+1)t2…@η+1)t・,x2+1,…,xn+1)
一(x、+(x2+1)t2…(Xn+1)t・,x2,_,Xn)
とな る.そ して これ を(γ とお く.@1,π2-1,_,Xn-1),G,(Xl,x2十1,_,Xn十1)は
ア の 元 よ りG1∈'Tと な る.
こ こ でp≧3と す る.そ し てmがgoodmonomialで あ る 条 件(1),(2)で場 合 分
け を す る.ま ずmが 条 件(1)を 満 た す 場 合 を考 え る.条 件(1)を 満 た す の で 補 題3.5
よ り あ るiが 存 在 して@2+1)t2…@η+1)tnに 単 項 式 払(ti-1)堵 が 現 れ る.上
でG∈7一 を 示 し た と き のFをG'と して,mを 払(ti-1)堵 と して 同 様 に す る と,
(Xl十去ti(ti-1)xi,x2,…,ωn)∈〈Affn(k),Gノ〉とな る・G,∈'Tよ り 〈Affn(k),G'〉⊂T
な の で(x1十Sti(ti-1)堵,ω2,_,Xn)∈7とな る.St,(t,-1)≠0なの で補 題2.3よ り
定 数 倍 で きて さ ら に変 数 を入 れ 替 か え る と ε=@1+場,x2,_,Xn)∈'Tと な る.よ っ
て 〈Affn(k),ε〉⊂ ア とな る.さ らに定 理2.2よ りTn(k)⊂ 〈Affn+1(k),(ε,Xn+1)〉な の で
Tn(k)⊂〈Affn+1(k),(F,Xn+1)〉
次 にmが 条 件(2)を 満 た す 場 合 を 考 え る.条 件(2)を 満 た す の で 補 題3.5よ り@2+
1)t2…(Un+1)tnに単 項 式 銑 吻 が 現 れ る.そ して(1)の 場 合 と 同 様 に す る と@1+
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銑 吻,x2,_,Xn)∈7一 と な る.よ っ て 補 題2.3よ り(Xl十x2x3,x2,_,Xn)∈7一で あ
る.よ っ て 〈Affn(k),(x1+x2x3,_,Xn)〉⊂Tと な る.さ ら に定 理2.2よ りTn(k)は
〈Affn+1㈹,(Xl十x2x3,_,Xn+1)〉に含 まれ る の でTn(k)⊂ 〈Affn+1(k),(F,Xn+1)〉
最 後 にp=2の 場 合 は条 件(2)の 場 合 だ け起 き る がp≧3の 場 合 の証 明 と同 様 に示 す こ
とが で き る.以 上 で定 理3.2の 必 要 性 の部 分 が示 され た.
補 題3.6非 負 整 数 亡2,_,tnに対 して 単 項 式 略2… 吻 がgoodmonomialでな い こ と
と次 の条 件(3),(4)のうち いず れ か を満 た す こ と は同 値 で あ る.
(3)任意 のiに 対 してti≡0(modp)と な る.
(4)あるiが 存 在 してti≡1(modp)を 満 た し,か つiと 異 な る 任 意 の 」 に 対 して
ち ≡0(modp)と な る.
(証明)略2… 嶋 がgoodmonomia1でな い とは任 意 のiに 対 してti≡0,1(modp)
かつti≡1(modp)とな るiは 高 々1個 となる ことであ る.こ れ はti≡1(modp)とな
るiが0個 と ユ個 の場合 の二 つ に分 け られ る.よ って0個 の場合 は条件(3),ユ個 の場合
は条件(4)とな る.な のでgoodmonomialでない こ とは(3),(4)の条件 の うちいずれ か
を満たす こ とと同値 にな る.口
定義3.7GAn+1(k)の 元@1+略2… 吻,x2,...xn+1)がbadelementary自己 同 型 で
あ る とはgじ登2…xSnがgoodmonomia1でな い と き に い う.Bをbadelementary自己 同
型 全 体 の 集 合 とす る.さ ら にk[Xi...,Xn+1]の元 で 任 意 の 相 異 な るi,」に 対 して 単 項 式
銑 吻 が 現 れ な い 多項 式 全体 の集 合 を8と す る.8がk[x?,_,岨+1]を 含 む こ と は明 らか
で あ る.
補 題3.8非 負 整 数 オ2,_,tnが補 題3.6の 条 件(3),(4)のい ず れ か を満 た す とす る.こ
の とき8の 任 意 のn-1個 の 元f2,...,fnに対 してfS2…fEnは8の 元 に な る.
(証明)ま ず(3)を満たす場 合考 える.fS2…!か はk[xg,_,鴫+1]に属す るので8に
属 す る.次 に(4)を満たす場合 を考 える.(4)よりある非負整数 ち が存在 してti=吻+1
を満たす.さ らにiと 異 な る任 意の 」に対 して非負整数 ち が存在 して ち=tS.pを満 たす。
そ うす る とfS・… 距 一fi(!1灸… 掬Pと なる.こ こで(!1灸… 廟Pはk[場_,鋼
の元 な の で(∫1灸…fka)PにXIXmやVtの形 の単 項 式 が現 れ な い.た だ しZとmは
相 異 な る とす る.そ してfi∈5な の でfiにCjClの形 の 単項 式 が 現 れ な い.よ って
fS2…fAn∈8.□
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補 題3.9〈Affn+1㈹,B>は8n+1の 部 分 集 合 で あ る.
(証明)Affn+1(k)の各 項 は一 次 式 な のでAffn+1(k)は8n+1に含 まれ る.badelemen-
tary自己 同 型 の 条 件(3),(4)よりBは8n+1に 含 まれ る.そ して8の 定 義 よ り8は 加 法
と定 数 倍 で 閉 じて い る の で,8n+1の 任 意 の元 σ とAffn+i(k)の任 意 の元 α に対 して α・σ
は8n+1の 元 で あ る.そ して 補題3.8よ り8n+1の 任 意 の 元 σ とBの 任 意 の元 β に対 して
β・σ は8n+1の 元 で あ る.〈Affn+1(k),B>の任 意 の 元 は α1・β1。α2・β2・… ・α。・β。・α。+1
とか け る.た だ しrは 非 負 整数 でcui∈Affn+1(k),角∈Bと す る.αT+1∈8n+1,βr∈B
よ り βrOCMr+1∈8n+1とな る.さ らに αr∈Affn+1(k)より αTOβTOαγ+1∈8n+1とな
る.こ の 操 作 を繰 り返 す と α1・β1。α2・β2・… 。α。・β。・α。+1∈8n+1とな る.よ っ
て 〈Affn+1(k),B>は8n+1に含 まれ る.□
最 後 に,定 理3.2の 十 分 性 の部 分 を背 理 法 で 示 す.!にgoodmonomialが 現 れ な い と
仮 定 す る.f=m1+…+mlと 表 す.た だ し,Ml,_,mlは 単 項 式 とす る.こ の と き,
(X1十ml,X2,...,Xn+1)0@1十m2,X2,れ
一(X・+Σmi,X2,…,Xn+・)
をこ　
=@1十f,X2,...,Xn+1)
...,Xn+1)O…0(X1十Mt,X2,.・ ・,Xn+1)
となる.よって
〈Affn+1(k),(x1十!,x2,…,Xn+1)〉
⊂ 〈Affn+1(k),{(Xl十mi,x2,_,Xn+1)li=1,_,Z}〉
と な る.〈Affn+1(k),{(Xl十mi,x2,_,ωn+1)li=1,_,Z}〉⊂ 〈Affn+i(k),β〉な の
で 〈Affn+1㈹,@1+!,x2,_,Xn+1)〉⊂ 〈Affn+1㈹,B>とな る.さ らに 補 題3.9よ り
〈Affn+1(k),β〉⊂8n+1な の で 〈Affn+1(k),(xl十ノ,ω2,_,xn+1)〉⊂8n+1と な る.一
方 でTn(k)¢8n+1な の でTn(k)¢ 〈Affn+1(k),@1+!,x2,_,Xn+1)〉とな る.し か し
これ は(c1+!,x2,_,Xn)が安 定 ダー ク セ ン 自 己 同 型 で あ る こ と に矛 盾 す る.よ っ て!
に少 な く と も一 つ のgoodmonomialが現 れ る.以 上 で 定 理3.2の 十 分 性 の部 分 が示 され
た.そ して この証 明 よ り定 理3.2の 体kの 元 の個 数 に 関 す る仮 定 が な い場 合 で も十 分 性 は
成 り立 っ.
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4 今後の課題
定理3.2に お いて!の 次 数 に 関 す る条 件 が 満 た され な い場 合 に!にgoodmonomialが
現 れ て も,(x1+f,x2,_,Xn)が安 定 ダ ー クセ ン 自 己 同型 か ど うか は一 般 に分 か らな い.
例 え ぼk=F3の 場 合 に(x、+嬬,x2,_,Xn)∈Tn(F3)が 安 定 ダ ー クセ ン 自 己 同型 か 不
明 で あ る.た だ し!=場,略 の場 合 は 媛,場 がgoodmonomialでは な い の で 定理3.2の
十 分 性 の部 分 よ り(x1+!,x2,_,Xn)は安 定 ダー クセ ン自 己 同型 で は な い こ とが 分 か る.
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